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A numerical method for the calculation of the composition of two phases in equilibrium is 
proposed for the case when the composition of one of the phases is known as function of the 
temperature. The thermodynamic properties of the phases are not needed to be known in the 
proposed procedure. The feature of this approach is the possibility to use fictitious 
thermodynamic functions in the intermediate stages of computation. The method has been 
applied for calculation of solidus in phase diagrams of potassium-rubidium, potassium-cesium 
and cesium-rubidium systems from experimental liquidus data. 

Parmi les nombreux probl~mes li6s aux calculs thermodynamiques des 6quilibres 
de phases, on distingue des probl~mes directs et inverses. Dans le premier cas, on 
d6termine, ~ l'aide des crit6res d'6quilibre thermodynamique, les quantit6s et les 
compositions chimiques des phases coexistantes. Les propri6t6s thermodynami- 
ques doivent &re connues, en particulier l'6nergie de Gibbs (G), en fonction de la 
temp6rature (T),  de la pression (P) et de la concentration des constituants (x). Par 
exemple, le probl~me direct du calcul des composition d'6quilibre pour un syst~me/t 
deux constituants A + B sous pression constante et en pr6sence de deux phases (') et 
(") peut &re exprim6 par le sch6ma suivant : 

G'(T, x) ; G"(T, x) ~ x ' ( T )  ; x" (T)  (1) 

x 6tant la fraction molaire du constituant B dans la phase, x' et x" ses valeurs dans 
les phases correspondantes en 6quilibre l'une avec l'autre. L'expression (1) 
repr6sente les donn6es initiales pour le calcul (partie gauche) et les r6sultats calculus 
(partie droite). On rencontre fr6quemment ce genre de probl6me en thermodynami- 
que et les m6thodes de r6solution sont bien au point [1]. 

Le probl~me inverse, par contre, consiste/l d6terminer les propri6t6s thermody- 
namiques des phases en pr6sence /t partir d 'un ensemble donn~ de leurs 
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compositions en 6quilibre. Dans l'exemple envisag6, le probl6me a donc la forme 
suivante : 

x '(T);  x"(T) ~G'(T,  x'); G"(T, x") (2) 

Nous avons trait6 un problbme inverse dans un cas particulier du sch6ma (2): 

x'(T) ~G'(T,  x') ; G"(T, x") (3) 

S'il est possible de r6soudre le probl6me (2), le probl6me (3) sera 6galement soluble 
puisque chacune des fonctions x'(T) et x"(T) contient la m~me information 
concernant l'6quilibre du syst6me [2]. Consid6rant (1) et (3), c'est-/~-dire en traitant 
l'6nergie de Gibbs en tant que r6sultat interm6diaire, on arrive au probl6me : 

x'(T) -+x"(T) (4) 

qui permet de d+finir la composition d'une des phases en 6quilibre par les 
compositions de l'autre phase sans conna~tre en fait les proprigt6s thermodynami- 
ques r6elles de ces phases. 

Cependant, les probl6mes inverses, y compris le probl6me (3), n'ont pas 
ordinairement de solution unique mais plusieurs solutions possibles. Selon notre 
classification, ils sont thermodynamiquement incorrects [3] puisque le r6sultat 
dgpend de la forme choisie pour la relation G(T, x). La singularit~ du probl~me (4) 
consiste en ce que les propri6t6s thermodynamiques des phases jouent dans cette 
relation un r61e secondaire, subordonn6. La recherche de ces propri6t6s n'est pas le 
but du calcul de l'6quilibre, ce qui facilite le choix des mod61es thermodynamiques 
convenables pour les phases coexistantes. Comme on le montrera plus loin, les 
valeurs calcul6es de x" s'av+rent ind6pendantes.sur une large 6chelle des mod61es de 
solution utilis6s. De ce fait on 61imine dans une grande mesure le d6faut principal 
des probl6mes incorrects, la n6cessit6 de d&erminer, en cours de r6solution, les 
fonctions thermodynamiques r6elles des phases. 

1. M~thode de calcul 

La r6solution est bas~e sur une 6criture explicite des conditions d'6quilibre des 
phases, par exemple, des conditions d'6galit6 des potentiels chimiques des 
constituants. I1 est n~cessaire de choisir pour cela une description convenable des 
propri6t6s thermodynamiques des phases, c'est-fi-dire de choisir les mod61es 
thermodynamiques. Pour l'6nergie de Gibbs des solutions, l'un des mod61es tr6s 
utilis6 et assez g6n~ral a la forrne suivante : 

Gf(T,x) /R = T [ x l n x + ( 1 - x )  Ln ( l - x ) ] +  

+ [go(T) + gl(T)x + . . .  + g,,(T)x"]x(1 - x) 
(5) 
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avec : 
g i (T )  = ai+biT,  i = O, 1, 2 , . . . , n ,  (6) 

off a i, bi sont les param~tres d'interaction des constituants de la solution dont les 
valeurs num6riques s'obtiennent par la r6solution du probl~me inverse. Dans le 
cadre des relations (5) et (6), une s61ection des modules thermodynamiques consiste 
en l'introduction d'un ensemble de param&res a et b dont les valeurs peuvent &re en 
principe diff6rentes de z6ro. Les conditions de l'6quilibre des phases (') et (") dans le 
syst6me A - B  s'expriment dans ce cas par les 6quations suivantes : 

n' n H 

[x'(1 + i ) -  i](x') i+ lg'l(T ) -  ~ [x"(1 +j)  --j)(x")] j+ igT(T)  = 
i=o j=o 

= T In [(1 - x")/(1 - x')] + G*/R  (7) 

n' tl'" 

(1 +i)(1 - x')Z(x')ig'i(T) - ~ (1 +j)(1 - x")Z(x")Jg~(T) = 
i = O  j = O  

= T l n  (x"/x') + G~/R (8) 

off G* et G* correspondent aux changements de phases des constituants purs. 
Dans une premi6re approche, on a : 

G* = G"(T, O ) - G ' ( T ,  O) : ( T * -  T ) S ]  (9) 

G* = G"(T, I ) -G ' (T ,  1) = ( T * -  T ) S *  (10) 

off T*, T~, S*, S~ sont les param6tres de stabilit6 des constituants A et B et ne 
d6pendent ni de Tde Tni de x. Si, par exemple, les solutions solide (') et liquide (") se 
trouvent en 6quilibre, alors ces grandeurs seront respectivement les temperatures et 
les entropies de fusion ~t l'6quilibre des constituants purs (~t condition que ceux-ci 
cristallisent dans la structure de la phase ('). La pratique montre que l'utilisation 
pour G* et G~ de relations avec la temp6rature plus compliqu6es que les 6quations 
(9) et (10) n'est pas toujours justifi6e et que l'on obtient m6me souvent des r6sultats 
bien moins bons [4]. 

Le syst6me d'6quations (7) et (8) ne contient qu'une variable ind6pendante (T, x' 
ou x"), si les param6tres de stabilit6 et d'interaction sont donn6s. Chacune des 
courbes x ' ( T )  ou x " ( T )  combin6e avec les 6galit6s (7), (8) donne une information 
redondante sur l'6quilibre de phases. Si l 'information sur les valeurs des param+tres 
est absente dans les mod6les thermodynamiques employ6s, on pourra utiliser les 
6quations (7), (8) pour leur obtention. On peut par exemple, pr~ciser 
l 'approximation initiale ~ partir des param6tres a, b, en les employant pour 
minimiser la somme des carr6s des 6carts de temperature calcul6s ~ l'aide des 
6galit6s (7), (8): 

W i ( T  i -  T01) 2 = min (a, b) (11) 
i = 1  
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si l'on a pour donn6es initiales un nombre de valeurs conjugu6es X'oi, Toi (i = 1, 
2 , . . .  ,m) 6gales fi (2m) et si l'on connait avec pr6cision les compositions fronti6res 
x~i. Les grandeurs Wi (11) sont des facteurs de pond6ration. La minimsation (11), 
les erreurs de mesure sur les temperatures Tol &ant donn6es [en supposant 
rigoureusement valides les ~quations d'6quilibre (7), (8)], conduit en mfime temps 
au crit~re d'applicabilit6 des mod61es therodynamiques des phases aux donn6es 
initiales qui ont servi de base pour le calcul. Si les erreurs de mesures des 
compositions xbi sont connues, on peut alors, fi la place de l'expression (l 1), 
minimiser la somme W~(x'~- xoi) 2. I1 existe d'ailleurs d'autres possibilit& de choix 
de fonctions 6conomiques [5, 6]. 

La r&olution du probl6me se r6duit donc /t la minimisation de la fonction 
6conomique de type (11)/t conditions que les 6quations d'6quilibre (7), (8) soient 
rigoureusement valides. Les fonctions 6conomiques sont non-lin6aires par rapport 
aux param+tres de minimisation a et b. I1 est important de souligner que seules les 
donn6es d'6quilibre de phase peuvent &re fi la base du calcul. Les mod+les 
satisfaisant ces donn6es peuvent, par contre, ~tre inadapt6s aux propri6t6s 
thermodynamiques des phases. En effet, l 'information extraite du diagramme 
d'6quilibre d'un syst6me n'est pas suffisante pour conduire aux fonctions 
thermodynamiques des phases en pr&ence [1]. 

Cela d6coule d~j/~ du fait que dans les 6quations (7), (8) il n'y a qu'une seule 
variable ind6pendante, alors que les propri&6s thermodynamiques des solutions 
d6pendent d'au moins deux variables repr&entant la composition et la 
temp6rature. N6anmoins on rencontre de nombreuses publications dont les auteurs 
identifient fi tort les condition du type (11) (ou d'autres crit6res de description 
correcte des 6quilibre de phases) avec les crit6res de choix des modules pour les 
fonctions thermodynamiques r6elles du syst6me. 

La minimisation (11) a 6t6 r6alis6e par la m6thode directe de Hook-Geevs ou par 
la m6thode de Newton-Rafson. Les conditions suppl6mentaires sont remplies 
~< automatiquement >> puisque les valeurs de T i n6cessaires pour le calcul de la 
fonction 6conomique (11) ont 6t6 obtenues par la r&olution des 6quations (7), (8). 
On a appliqu6 pour cela le proc6d6 it6ratif de la m&hode de Newton et on a trouv6 
en m~me temps les valeurs cherch6es ~ ' .  Les calculs ont 6t6 ex6cut6s avec la 
pr6cision de dix d6cimales dans les mantisses des nombres en virgule flottante. 
D'autres d&ails des calculs sont expos& ci-dessous. 

2. R~sultats 

I1 est n6cessaire de v6rifier les possibilit6s de toute nouvelle m6thode sur des 
syst~mes aux propri&& bien connues. I1 est 6vident que la qualit6 de la r&olution, 
darts le cas donn6, doit d6pendre au premier tour de la pr6cision avec laquelle est 
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connue la fonction x'(T) et les valeurs des coefficients de r6partition (x"/x') dans le 
syst6me. De ce point de vue, les alliages de certains rn6taux alcalins peuvent servir de 
syst6mes tests car leurs diagrammes de phases o n t  6t6 6tudi6s avec un soin 
particulier [7, 8, 12]. 

2.1. Systkme potassium-rubidium 

Dans les alliages de ce syst6me il existe une s6rie continue de solutions solides et 
liquides avec un minimum sur les courbes de liquidus et de solidus/l 66,7% de 
rubidium. Les auteurs 6valuent l'erreur de mesure des temp6ratures du liquidus/l 
0,1 K et l'erreur sur les temp6ratures du solidus ~t moins de 1 K ~ l'exception de la 
partie centrale du diagramme oh cette erreur est 6galement proche de 0,1 K [7]. 
L'analyse critique des propri6t~s thermodynamiques et du diagramme de phases de 
ces alliages a permis d'accorder les diagrammes calcul6 et mesur6 [7] dans les limites 
de 0,2 ~ 0,5 K [9]. Nous avons 'utilis6 dans nos calculs des mod61es comrnuns des 
propri~t+s selon (5), (6), (9), (10) et la fonction 6conomique (11). Les param6tres de 
fusion des composants sont d6duits de la r6f6rence [10]" T* = 336,86+ 0,02 K ;  
T*b = 312,47+0,03 K ;  S~/R = 0,829+0,007 ; S~JR = 0,844+0,002 ; 
R = 8,314 J m o l e - l ' K  -1. Une s6rie de calculs avec diff6rents mod+les a +t6 
r6alis6e. Les r6sultats de l'un d'eux sont consign~s dans le tableau 1. La partie 
gauche du tableau repr6sente les r6sultats du calcul des compositions du solidus (s) 
pour les temp6ratures exp6rimentales du liquidus (1), et la partie droite montre les 
r6sultats du calcul des temp6ratures du solidus pour les compositions donn6es du 
solidus ~ .  On trouvera ~galement dans ce tableau les r~sultats exp6rimentaux 
d'apr+s [7] (xo = x~ = x~). Les facteurs de pond6ration Wi dans l'expression [1 I] 
sont 6gaux ~ l'unit6. 

On a caract6ris6 la qualit6 de la description du diagramme de phase par les 
valeurs a o eta, ,  off ao est l'6cart-type eta, ,  est l'6cart maximum sur les temp6ratures 
de liquidus et de solidus. Le choix des mod6les a 6t6 fait ~ partir du crit6re 
d'approximation uniquement pour le liquidus. Si les valeurs an et a~ trouv6es pour 
un ensemble de 14 paires exp6rimentales (To, Xo) ne d6passaient pas 0,15 K, on 
estimait que les modules choisis 6taient ad6quats. On a, par exemple, pour les 

1 = 0 ,06  K" ~o = 0 , t 2  K ;  o~,. = 0 ,16  K.  r6sultats du tableau 1 �9 a~ = 0,05 K ;  a,, 
Comme on le voit, les erreurs sur le solidus sont presque deux fois sup6rieures ~t 
celles du liquidus, mais sont nettement inf6rieures aux erreurs exp6rimentales 
tol6rables d'apr6s [7]. 

Naturellement, de nombreux mod61es se sont av6r6s impropres ~ la description 
des donn6es du diagramme de phases [7]. C'est le cas, par exemple, lorsqu'il n'y a 
qu'un param6tre d'interaction variable dans les relations (7) et (8), lorsque les 
mod+les ne confiennent que des param6tres d'entropies b, et lorsqu'il n 'y  a pas de 
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Tableau 1 Donn~es exp~rimentales [7] et r6sultats du calcul des coordonn6es du liquidus (1) et du solidus 
(s) du syst~me K-Rb* 

100x o Calcul de x ~, Td'apr~s x~ Calcul de x 1, T d'apr~s~o 

To, K T ,K 100x ~ To, K T,K 100x I 

0 336,86 336,86 0 336,96 336,86 0 
9,90 329,12 329,13 8,20 327,6 327,71 11,85 

21,36 321,36 321,40 18,54 319,7 319,65 24,30 
30,04 316,53 316,52 27,02 315,0 315,07 32,99 
37,52 313,14 313,08 34,75 311,9 312,05 40,12 
49,80 309,03 309,07 48,04 308,7 308,71 51,38 
58,22 307,58 307,55 57,35 307,44 307,46 59,00 
65,04 307,05 307,04 54,83 307,05 307,03 65,22 
66,70 307,00 307,00 66,63 306,99 307,00 66,75 
67,40 307;02 307,00 67,39 306,98 307,00 67,40 
68,15 307,01 307,00 68,20 306,97 307,00 68,10 
68,38 307,02 307,01 68,45 306,98 307,01 68;31 

69,80 307,02 307,03 69.97 306,99 307,03 69,63 
80,00 307,90 307,92 80,64 307,80 307,83 79,36 
89,45 309,65 309,66 90,04 309,51 309,53 88,83 

1 312,45 312,47 1 312,45 312,47 1 

* Valeurs des param&res de 6quations (7)-(10) : S*/R = 0,829; S*b/R = 0,844; b~ = -0,07424; 
b] = -0,03540; a I = 61,9 K;  ~ = 142,797 K. 

stabilit6 et si l'on fait varier a 1, a~, bo 1 et b~, la meilleure description du liquidus au 
1 = 0,59 K, ce qui revient/t dire sens de (11) correspond alors ~t a~ = 0,71 K eta , ,  

que ce mod61e n'est pas adapt6 aux donn6es [7]. 
Le tableau 2 donne les caract6ristiques de certains d'entre les modbles qui 

d6crivent correctement le diagram~me de phases [7]. La qualit6 de la description des 
6quilibres de phases est am61ior6e par l 'augmentation du nombre de param6tres 
ajustables (comparer par exemple les mod61es I e t  III, II et IV dans le tableau 2). 
Cependant, l'exactitute insuffisante des calculs commence fi se faire sentir pour un 
nombre d'inconnues de 5 fi 6. Le r6sultat du calcul devient moins bon m6me par 
rapport aux mod6les les plus simples. Si l'on choisit le mod61e d'une fa~on peu 
heureuse, ce ph6nom6ne se manifestera m6me avec deux inconnues. I1 s'en suit que, 
d'abord, une bonne description des donn6es exp6rimentales doit 6tre obtenue, 
incluant les variantes de r6solution du tableau 2, fi l'aide de plusieurs combinaisons 
de trois ou quatre param6tres ajustables. I1 est recommand6 ensuite d'utiliser pour 
la r6solution routes les informations thermodynamiques existantes sur les 
propri~t6s du syst.~me ou de ses constituants, en augmentant en consequence le 
nombre de param6tres fixes du mod61e et le conditionnement du probl6me. 
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Les ca lculs  avec  les mod61es I e t  I I  ( T a b l e a u  2) se d i s t i nguen t  des  au t res  v a r i a n t e s  

cit6es p a r  le fair q u e  les en t rop i e s  de  fus ion  des  c o n s t i t u a n t s  son t  t ra i t6es  en  t an t  que  

p a r a m & r e s  a jus tab les .  Ces  calculs  c o n f i r m e n t  la poss ibi l i t6  de  d + t e r m i n a t i o n  du  

sol idus  du  sys t6me u n i q u e m e n t  i pa r t i r  de  son  l iqu idus ,  sans  pr ise  en  c o m p t e  des  

donn~es  t h e r m o d y n a m i q u e s  des  c o n s t i t u a n t s  p u r s  ( d o n t  les p o i n t s  de  fu s ion  son t  

connus ) .  Les  va l eu r s  de  S ] ,  .et  de  S *  b o b t e n u e s  (mod61es I e t  I I )  diff6rent  

s i gn i f i c a t i vemen t  des  e n t r o p i e s  de  f u s i o n  des  c o n s t i t u a n t s .  Ces  di f f6rences  

p r o v i e n n e n t  p r o b a b l e m e n t  d ' u n e  ce r t a ine  i nexac t i t ude  des  mod61es c o m p e n s 6 e  

p a r t i e l l e m e n t  p a r  des  v a r i a t i o n s  des  p a r a m ~ t r e s  de  s tabi l i t& E n  d ' a u t r e s  t e rmes ,  il y 

a une  corr61at ion en t r e  les p a r a m ~ t r e s  de  stabil i t+ et  ceux  d ' i n t e r a c t i o n .  

Le  ca rac t6 re  c o n v e n t i o n n e l  des  p a r a m 6 t r e s  d ' i n t e r a c t i o n  ealcul6s p r o v i e n t  de  ce 

que  leur  ensemble ,  sans  l ien avec  les p r o p r i & 6 s  t h e r m o d y n a m i q u e s  des phases ,  

T a b l e a u  2 Param~tres des 6quations (7)-(10) d6crivant les valeurs exp6rimentales du diagramme de 
phases du syst~me K -  Rb suivant [7] 

Erreurs sur la 
N ~ du Param~tres Param+tres 
module ajustables fixes* description des 

courbes (1) et (s) 

I S*/R = 0,91168 
S*b/R = 0,84718 
ao 1 = -- 64,000 K 
a~ = 14,004 K 

II S*/R = 0,91168 
S*b/R = 0,96473 
a~o = 64,000 K 

= - 13,552 K 

III a~ = -56,334 K 
a] = 8,165 K 

IV @ = 56,500 K 
= - 8,386 K 

V ato = -56,358 K 
b] = 0,02664 

VI ~ = 56,621 K 
b] = -0,02789 

VII &o = 118,721 K 
= -8,851 K 

VIII ~o = 118,804K 
b~ = - 0,02919 

a~ = 0,07 a~.= 0,09 
~0 = 0,16 o~m = 0,22 

a~ = 0,06 a~ = 0,08 
~o = 0,16 o~,. = 0,22 

S*, S*b cr~ = 0,10 a m - l  - 0,11 
~o = 0,25 ~ = 0,32 

S*, S*b a~ = 0,08 a,.l _- 0,11 
~o = 0,20 ~,. = 0,26 

S*, S*b a~ = 0,09 a~ = 0,12 
~o = 0,23 o~,. = 0,30 

S*, S*b a ~  = 0 , 0 8  ~r,.l _-- 0,11 
~o '= 0,18 C. = 0,24 

S*, S* b a~ = 0,07 a~ = 0,10 

a~ ~o = 0,14 ~., = 0,18 

' l 0,10 S*, S*b ~r~ = 0,07 a,. = 
a~) ~o = 0,13 o~., = 0,18 

* Valeurs des parametres fixes : S*/R = 0,829 ; S 'dR = 0,844 ; ag = 61,9 K. Tousles autres 
param~tres sont nuls. 
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permet cependant de d6crire correctement les 6quilibres du syst+me. Ainsi les 
valeurs at et bl (mod+les III-VI) ne correspondent pas aux valeurs r6elles des 
composantes enthalpique et entropique de l'6nergie de Gibbs, puisqu'il faudrait 

�9 . r  , �9 , 

alors admettre que les propnetes de la solution dependent du mod61e choisi pour les 
d6crire. Cependant il est n6cessaire de souligner que le probl6me de la d&ermination 
des coefficients a et b, dans les cas cit6s ci-dessus, est math6matiquement correct 
dans le cadre du module donn6, puiqu'on en obtient une solution unique et 
parfaitement stable. 

L'une des causes du caract+re fictifdes propri&6s thermodynamiques d6duites du 
diagramme de phases est la corr61ation des param&res d'interaction de m~me indice 
dans les diff6rentes phases. Comme le montrent les donn6es du tableau 2, les 
diff6rences d o - a  n dans les mod61es III-VIII sont 6gales respectivement ~ 56,33 ; 
56,50 ; 56,36 ; 56,62 ; 56,82 et 56,90 K. On peut donc choisir arbitrairement l'une 
des valeurs d o ou ag dans les limites de - 56 h 62 K et obtenir l'ensemble infini des 
valeurs num6riques des paires de param~tres do, a n qui satisfont aux donn6es 
exp6rimentales du diagramme de phases. Si l 'on fait le choix de ao a = 61,9 K sur la 
base des mesures calorim&riques des chaleurs de formation des alliages liquides 
[11-], la r6solution donne pour valeur optimale ao ~ = 119 K, ce qui doit correspondre 
aux valeurs r6elles des enthalpies de formation des solutions solides du syst6me 
K-Rb (voir les modules VII et VIII), c'est-~t-dire h l'enthalpie de formation des 
solutions solides 

H~/R = 119x(1 - x) K (12) 

Cela signifie que, pr6s de la temperature de 60 K, il y a une possibilit~ de d~mixion 
en phase solide ~ condition naturellement que l'ordre dans les solutions solides ne 
s'6tablisse pas plus t6t, avec formation d'une combinaison comme, par exemple, 
dans les alliages Cs-K. 

2.2 Systkme cOsium-rubidium 

Ce syst~me poss~de un diagramme de phases du m6me type que celui du syst6me 
potassium-rubidium bien qu'il montre des variations un peu plus grandes du 
rapport xl/x ~. La pr6cision des mesures du liquidus, estim6e par Goates et al. [7] est 
�9 au moins de 0,1 K et celle du solidus de 0,5 K. I1 faut noter que les courbes de 
liquidus et de solidus, selon [7], ne se touchent pas au minimum et que le d6calage 
entre elles est de 0,15 K, ce qui n'est pas possible dans un syst6me en 6quilibre et 
qu'il faut attribuer aux erreurs syst6matiques de mesure. Les douzes mesures 
exp~rimentales de xl(T) [7] ainsi que les param&res de stabilit6 des constituants 
[10] (T*~ = 301,594-0,02 K ;  T*b = 312,47+0,03 K ;  S~s/R --- 0,836 0,002; 
S*b/R = 0,844 0,002) ont servi de base au calcul de la/courbe X~(T). Les 
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variations de capacitrs calorifiques ~ la fusion des mrtaux alcalins sont nrgligeables, 
ce qui justifie l'utilisation des relations simples (9), (10). Plusieurs modules de 
proprirtrs thermodynamiques de solutions liquides et solides permettent de drcrire 
les donnres exprrimentales du liquidus du syst~me avec une prrcision de 0,04 K, 
suprrieure h celle que donnent les auteurs des mesures de liquidus [7]. L'&ude de ce 
syst~me met bien en 6vidence tous les problrmes types envisagrs prrc&temment, dus 
au corrrlations entre les diffrrents paramrtres des modrles. 

La meilleure description du liquidus correspondant aux donnres de [7] avec trois 
paramrtres ajustables d'interactions ~ 6t6 obtenue ~ l'aide des relations suivantes ; 

eXG }/R = - 0,254097 Tx(1 - x) (13) 

e:'G~/R = (113,8343 - 0,337267T)x2(1 - x) (14) 

exGs/R &ant l'rnergie d'exc~s de Gibbs de la solution solide ou liquide, exprimre en 
K, et x, la fraction atomique de rubidium dans la solution. Les rrsultats des calculs 
sont consignrs dans le tableau 3. Les erreurs types de description des donnres [7] 
sont pour le liquidus de 0,04 K et pour le solidus de 0,55 K, le solidus calcul6 6tant 
drplac6 par rapport au solidus exprrimental de 0,33 K en moyenne vers les hautes 
temprratures. Cet 6cart ne drpasse pas les limites des erreurs exprrimentales [7]. 
Mais, comme on peut le voir sur le tableau 3, les premiers points du solidus calcul6 
s'rcartent des donnres de [7] de plus de 0,8 K. La m~me conclusion a 6t6 obtenue 
par optimisation de toutes les proprirtrs thermodynamiques cormues et des &luilibres 

Tableau 3 Donnres exprrimentales suivant [7] et rrsultats du calcul du diagramme de phases du syst~me 
Cs - Rb 

Calcul de x ~, T d'apr~s xg Calcul de x l, T d'apr~s :d o 
100x0 

To, K T O - T lOOx ~ To, K T O - T lOOx t 

0 301,59 - -  0 301,59 - -  0 
10,05 294,89 -0 ,04 8,54 293,10 -0 ,82 11,81 
20,42 289,45 0,04 18,34 287,60 -0,83 22,70 
30,11 285,61 - 0,02 28,28 284,40 - 0,68 30,11 
40,47 283,28 0 39,59 283,05 -0,13 41,33 
46,10 282,85 0 45,96 282,66 -0,19 46,23 
48,66 282,87 0 48,89 282,70 -0,16 48,43 
50,05 282,93 0 50,48 282,78 - 0,13 49,63 
52,13 283,12 0 52,86 282,88 -0,17 51,41 
61,40 285,12 0,01 63,43 284,10 -0 ,44 59,42 
70,02 288,73 -0,02 72,90 287,10 -0,28 67,12 
80,16 295,11 0,01 83,21 292,80 -0 ,06 76,84 
90,06 303,12 0 92,16 300,90 - 0,06 87,51 

1 312,47 - -  1 312,47 - -  I 
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de phases de [9]. Les rrsultats de [9] peuvent ~tre 6valurs par rapport aux donnres de 
�9 t - - - 0 , 3 7 K ;  ~ o = 0 , 9 1 K ;  [7] par les valeurs suivantes tr~ = 0 , 3 8 K ;  a,. 

o~,, = 1,0 K. I1 est clair que la description du liquidus de [9] ne convient pas. En effet, 
les modrles de solutions ~ trois paramrtres a~, an, ~ ont 6t6 utilisrs et la 
drpendance en temprrature de l'rnergie de Gibbs de fusion des constituants est 
beaucoup plus compliqure qu'avec les relations (9) et (I0). 

Les relations (13) et (14) ne sont pas courantes puisqu'il s'agit de polynrmes 
incomplets. D'autres ensembles de param&res, tels que ( 4 ,  a~, a l ) ,  (~ ,  ao 1 , bo 1) o u  
( ~ ,  4 ,  a~), bien que plus ordinaires, ne permettent pas de reprrsenter d'une facon 
correcte le tiquidus [7] avec trois inconnues. Nranmoins, si l'on se base sur les 
expressions suivantes : 

eXG~/R = ( - 102,7716 + 0,2989564T)x2(1 - x) (15) 

exGs/R = 0,2546154Tx(1 - x) (16) f 

Tableau 4 Donnres exprrimentales suivant [12] et rrsultats du calcul du diagramme de phases du 
systrme C s -  Rb 

Calcul de x ~, T d'apr~s x~ Calcul de x z, T d'apr+s ~o 
100Xo 

T o, K T O - T 100x ~ To, K T O - T 100x ~ 

0 301,59 - -  0 301,59 - -  0 
10,03 285,03 -0,17 6,32 274,60 0,11 18,35 
20,30 268,84 0,03 14,04 254,00 0,15 32,57 
30,01 254,62 0,20 22,38 243,00 0,08 40,16 
38,97 243,10 -0,03 31,60 237,30 -0,26 45,14 
44,99 237,44 - 0,12 39,53 - -  - -  - -  
47,98 235,68 -0,12 44,54 234,90 -0,34 49,55 
48,98 235,33 -0,09 46,48 234,81 -0,35 50,03 
49,98 235,12 -0,06 48,59 234,89 -0,21 50,51 
50,49 235,12 0,01 49,75 234,87 -0,22 50,76 
50,83 235,13 0,04 50,55 234,91 -0,17 50,92 
51,41 235,18 0,08 51,99 234,88 - 0,21 51,21 
51,98 235,27 0,10 53,50 234,90 -0,20 51,48 
52,68 235,46 0,11 55,48 234,84 -0,29 51,83 
55,04 236,82 - 0,02 63,03 - -  - -  - -  
58,72 241,73 - 0,13 73,27 234,90 - 1,29 54,87 
62,44 249,01 0,08 79,37 235,60 - 2,00 56,85 
70,01 265,72 0,14 86,38 239,80 -0,92 61,30 
72,73 271,62 - 0,25 88,14 243,30 - 2,17 63,08 
80,01 289,22 0,23 91,94 258,30 2,24 68,53 
90,07 312,80 -0,17 96,13 285,90 2,65 79,16 

1 336,86 - -  1 336,86 - -  1 
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la qualit6 de description du diagramme de phases est presque aussi bonne qu'avec 
= 0,05; ~0 = 0,57; o~, = 0,85 K. I1 est les relations (13) et (14)" tro t = 0,04; am 

facile d'observer que (15) et (16) sont tr~s proches de (13) et (14), si l'on intervertit 
liquide et solide tout en changeant leurs signes. Ce rrsultats montre avec 6vidence 
une forte corrrlation (signalre prrcrdemment) les param~tres d'interaction de 
m~me ordre (avec les m~mes indices infrrieurs) dans les diffrrentes phases. Une telle 
corrrlation explique aussi l'efficacit6 61evre des modrles ( ~ ,  b~, bot) et (b~, a~, b~), 
comparable ~t celles des modrles o/1 sont utilisrs des param~tres du mrme ordre 
pour la description des proprirtrs des phases liquides et solides (par exemple ( ~ ,  aot, 
bot)). Du fait de cette corrrlation, les deux param~tres se comportent pratiquement 
dans les calculs comme une inconnue unique et indrpendante. 

2.3 Systbme c~sium-potassium 

Les auteurs de la rrfrrence [12] estiment avoir drtermin6 le liquidus de ce systrme 
+0,15 K et le solidus ~ + (0 ,2-  1) K. Cependant, comme dans le cas des alliages 

cesium-rubidium, les valeurs exprfimentales des temprratures de liquidus et de 
solidus different au minimum de 0,22 K, c'est-~t-dire que les rrsultats de [12] 
prrsentent des erreurs systrmatiques notables. Une 6valuation plus juste de la 
prrcision des mesures [12] conduit ~ admettre 0,3 ~ 0,4 K pour le liquidus et 1 ~ 3 K 
pour le solidus. 

Le diagramme de phases du syst~me cesium-potassium [12] a d~j~t 6t6 represent6 
[9] par optimisation des donnres thermodynamiques avec des erreurs qui ne 
drpassent pas 1,22 K pour le liquidus et 6,8 K pour le solidus. Les plus grands 
6carts ont 6t6 observrs sur le solidus du crt6 fiche en potassium. Les auteurs [9] ont 
utilis6 des modrles ~t entr0pie de mrlange idrale pour les solutions liquides et solides 
et cinq paramrtres d'interaction enthalpique parmi lesquels trois 6taient ajustables. 

Nous avons utilis6 dans nos propres calculs les param~tres de stabilit6 indiqurs 
ci-dessus. La minimisation de la fonction (11) a 6t6 rralisre s~l~iiles '~' ~ .20 mesures 
exprrimentales T(x  1) de [12]. L'un des modules acceptables ( ~  0,041640; 
b~ = 0,556757 ; b~ = 2,333806; b~ = -2 ,342792;  aot = - 197,4984K ; 
a~ = 122,5026 K) drcfit les rrsultats de [12] avec les erreurs suivantes �9 aot = 0,25 ; 
o'~ = 0,25 K ; ~o = 2,6 K ; o~m = 2,9 K. Les erreurs maximales correspondent au 
c6t6 fiche en potassium (voir tableau 4). 

Les calculs ont montr6 qu'une description correcte du diagramme de phases 
nrcessitait l'introduction dans les modrles de composantes ~ de haute frrquence ~ 
en utilisant les param~tres a i ou bi avec i>2.  On peut obtenir une meilleure 
description du liquidus en compliqant le module (en augrnentant le nombre des 
paramrtres ajustables). Cependant ll'erreur de description du solidus ne diminue 
gurre et peut mdme augmenter. Ainsi, le module optimal ~ avec l'ensemble des 
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s 1 =0,31 K;  param6tres b~, bl, b~, b~, bo l, an, a] conduit fi ~r~ = 0,22 K; a,, 
~o = 1,7 K;  ~ = 4,2 K, c'est-~t-dire qu'il d6crit le solidus [12] plus mal que le 
mod61e plus simple cit6 ciodessus. Cet exemple montre que la recherche d'une 
repr6sentation particuli6rement fid61e des donn6es initiales peut aboutir fi des 
r6sultats faux. 

3. Conclusion 

Nous avons montr6 dans cet article qu'il 6tait possible de calculer les 
coordonn6es des solidus des diagrammes de phases (T, x) fi partir de celles du 
liquidus en ignorant totalement les valeurs des fonctions thermodynamiques des 
phases en pr6sence. Les syst6mes alcalins choisis fi titre d'exemple se caract6risent 
surtout par des diagrammes d'6quilibre bien connus, ce qui 6tait essential pour la 
v6rification de la m6thode. 

La r6solution du probl6me repose sur la s61ection de modules thermodynamiques 
satisfaisant aux donn6es connues des 6quilibres du syst6me. Avec les mod6les (5), 
(6), (9), (10), cette s61ection se r6duit au choix d'un ensemble concret de param6tres 
d'interaction ajustables et de param6tres de stabilit6. Pour cela, conform6ment 
l'analyse des donn6es exp6rimentales, on d6termine les crit6res d'une description 
correcte et on indique notamment les diff6rences admissibles entre les temp6ratures 
d'6quilibre calcul6es et mesur6es des solutions liquides et solides de m~me 
compositions. On fixe ensuite le nombre de param6tres inconnus dans les 6quations 
(7) et (8) et on fait varier l'ensemble suivant les composantes enthalpique (ai) et 
entropique (b j) de l'6nergie de Gibbs en accord avec 1 a phase (les indices sup6rieurs 
(s) et (1), le degr6 des polynomes et les indices inf6rieurs (i) et (j)) afin de minimiser 
la fonction (11). Si une description correcte du liquidus n'est pas obtenue, on 
augmented'une unit6 le nombre de param6tres ajustables et la proc6dure se r6pbte. 
I1 importe en effet que la description correcte soit obtenue avec le nombre minimal 
d'inconnues. 

Les ensembles de parambtres des mod61es thermodynamiques utilis6s pour la 
description du diagramme de phases, peuvent ne pas correspondre aux propri6t6s 
thermodynamiques r6elles. D'ailleurs certaines propri6t6s thermodynamiques 
fictives n'apparaissent pas lors de l'approche examin6e puisque ces propri6t6s ne 
sont utilis6es qu'aux 6tapes interm6diaires du calcul et n'entrent pas dans le r6sultat 
final c'est-~-dire dans le coordonn6es des lignes d'6quilibre. La complexit6 du choix 
des mod61es r6els des fonctions thermodynamique est principalement due ~ une 
forte corr61ation entre les param6tres des modules: corr61ation entre les 
composantes entropiques et enthalpiques, entre les param~tres correspondents des 
diff6rentes phases, entre les parambtres d'interaction et de stabilit6 des constituants. 
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Les corr61ations indiqu6es facilitent le choix des mod61es ad6quats mais la 
thermodynamique de la solution reste alors ind&ermin6e. L'utilisation de toute 
l'information suppl6mentaire concernant les propri&6s des phases allege le choix 
du mod61e qualitatif mais n'am61iore pas l'accord quantitatif entre l'exp6rience et le 
calcul puisque dans ce cas le nombre de param6tres ajustables se r6duit. On a pu 
comparer pr6c6demment les r6sultats obtenus par notre m&hode et par 
l'optimisation des propri&6s pour les m~mes syst~mes de r6f6rence [9]. 

Plus les fonctions T (x 1 ) et T (x ~) sont proches les unes des autres, plus l'une d'elle 
peut &re calcul6e avec pr6cision A partir de l'autre. Par contre, les propri6t6s 
thermodynamiques sont plus difficiles ~ d6terminer s6par6ment pour chacune des 
phases en 6quilibre. La m&hode propos6e donne des r6sultats satisfaisants m~me 
dans le cas de grandes diff6rences entre les valeurs des coefficients de distribution 
(xt/x ~) comme, par exemple, pour le syst~me potassium-sodium. On peut l'utiliser 
pour l'estimation de parties manquantes des diagrammes ~t partir des fragments 
connus, pour la v&ification de la coh6rence des donn6es exp&imentales avec les 
6quilibres de phases ou pour leur traitement en commun avec les donn6es 
thermodynamiques. N6anmoins, il faut noter que dans le probl6me envisag6 ou 
dans tout autre, la qualit6 du r6sultat d6pend non seulement des donn6es objectives, 
mais aussi de la pratique et de l'intuition du chercheur. 
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Z u s m n m e n f ~ m n g  - -  Es wurde ein nurnerisches Rechenverfahren zur Berechnung der Zusammenset-  

zung zweier im Gleichgewicht befindlichen Phasen fiir den Fall gegeben, dab die Zusammensetzung der 

einen Phase eine gegebene Funkt ion der Temperatur  ist. Fiir das ernpfohlene Verfahren ist die Kenntnis  

der thermodynamischen Eigenschaften der Phasen nicht notwendig. Merkmal  dieses Herangehens ist, 

dab wfihrend der Zwischenrechnungsschritte die M6glichkeit besteht, fiktive thermodynamische 

Funktionen anzuwenden. Das Verfahren wurde zur Berechnung des Solidus in Phasendiagrammen der 

Systeme Kal ium-Rubidium, Kalium-C~isium und Ciisium-Rubidium aus experimentellen Liquidusda- 

ten angewendet. 

Pe31oMe - -  FIpe~rio~xen nHcJ~en.bIfi MeTO~ pacqeTa COCTaBa ~Byx naxoasutrtxcn a paBHoBecxn 

paCTBOpOB, ro rna  COCTaB Oa .oro  .3  .riX SBJ~ZeTC~ qby.Kranefi TeMnepaTypbl. B npe~JIoxeraaOM MeTOjle 

TepMo/InnaM-q~tecrHe CBOfiCTBa qba3 nenaBecTnu. Oco6eanOCT~m aa ,Horo  noaxona  SBnseTc~ 
BOBMO)K'ItOCTb I, lCnO.rlh3OBaTb @tt][(TitBHble Tepgo~IrinaMl'lqecKHe qbyHKm4rl Ha npoMe~yTOqHO~ CTaBriri 

pac,teTa. MeTo~a 6bi~ ncrmJIbBOBaU ~aa pacqeTa co~ri~yca Ha qbaBoaux ~HarpaMMax CHCTeM ra~nfi- 

py6g~tnfi, ra.a,fi-ile3nfi r111eanfi-py6n~r~fi, ,cxo~I~ rib arc~eprIMeHTa.ai, Hblx ~aHHbrX ~rirBri)lyca. 
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